Egy sajatos egyenletrol

Egy korabbi dolgozatunkban — melynek cime: Hdrom erd egyensulydahoz — méar foglal -
koztunk az
at+b+c=0 (1)

vektoregyenlettel. Megbesz¢Eltiik — egyebek mellett — , hogy ( 1) a feltétele az a, b, ¢ sik -
beli erévektorok egyensulyanak is. Most inkabb egy ijabb geometriai kirandulast tesziink
vele. Ehhez tekintsiik az 1. dbrat!

1. abra

1. Szorozzuk végig (1) - et skalarisan a - val! Ekkor:

a-(a+b+c)=a-0=0 -a?+a-b+a-c=0, innen:
a’+a-b-cos(180°—7y) +a-c-cos(180°— ) = 0; egyszerisitve:
a—b-cosy—c-cosf =0 >a=b-cosy+c-cosf - a<b+c, tehat:
a<b+c; (2/1)

hasonloképpen eljarva — b - vel majd ¢ - vel szorozva (1) - et skalarisan — :
b<c+a, (2/2)
c<a+b. (2/3)

A (2) képletek a haromszog - egyenlotlienseget fejezik ki,

2. Szorozzuk végig ( 1) - et vektorialisan a - val! Ekkor:
ax(@a+b+c)=ax0=0; innen:
aXxa+axb+axc=0 -axb=cxa. (3/1)



Hasonldan eljarva — pl. b - vel szorozva vektorialisan —, majd (3 /1) - et is felhasznalva:
axb=bXxc=cxa. (3/2)

Azonban ( 3/2) az ABC haromszog kétszeres terliletvektora, igy:
laxb|=|bXxc|=|cxa|l=2-T, vagy

T=%-a-b-sin(180°—y)=%-a-b-siny, (4/1)
T=%-b-c-sin(180°—a)=%-b-c-sina’, (4/1)
T=%-c-a-sin(180°—ﬂ)=%-c-a-sinﬂ; (4/1)
(4)-Dbdl:

a-b-siny=b-c-sina=c-a-sinf , innen:

g=si.na’2=si.nﬁ’2=sin[n’_) .a _.b =.c . (5)

c siny * ¢ siny * a sin a sin a sin 8 sin y

Az (5) egyenletek a szinusztételt irjak le.

3. Atrendezziik (1) - et:
a=—(b+c); (1*)

( 1* ) négyzetre emelésével:

a?=(b+c)?=b%2+2'b-c+c? »a’?=b*+2-b-c+c? >
a’?=b*>+2-b-c-cos(180°—a) +c?> > a’?=b*+c>—2-b-c-cosa, tehat:
a’? =b*>+c*—2-b-c-cosa ; (6/1)

hasonloképpen eljarva — ( 1* ) két masik atrendezését is alkalmazva — :
b?=c?>+a*—2-c-a-cospf, (6/2)
c’=a’*+b*—-2-a-b-cosy. (6/3)

A (6) egyenletek a koszinusztételt irjak le.

M1. Az 1. dbran bejeloltiik az ABC haromszog magassagvonalait is, melyek Ggy osztjak
az oldalakat ket részre, ahogyan azt a ( 2 ) - re vezetd egyenletek leirjak:
a=b-cosy+c-cosff, b=c-cosa+ a-cosy, c=a-cosff+ b-cosa. (2*)



Javasoljuk, hogy az érdeklodo Olvaso vegye végig ( * ) érvényességének belatasat
hegyesszogi, derékszogh és tompaszogi haromszogre is!

M2. Most (3/2) - vel:
axb=bxc=cxa=n, (7)

a harom vektor sikjanak normalvektora; igy fennall, hogy:
arn=b'n=c-n=0; (8)

majd ( 7 ) és ( 8 ) szerint:
a-(axb)=b-(bxc)=c-(cxa)=0, (9/1)
a‘(bxc)=b-(cxa)=c-(axb)=0, (9/2)

melyek a vektorialis szorzat, illetve harom vektor vegyes szorzatanak néhany tulajdonsa -
gat 1s mutatjak.

M3. Az [ 1] és[ 2] munkakban tovabbi adalékokra lelhetiink az ( 1 ) egyenlethez.
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